
CT系统参数标定及成像

摘要 本文根据给定的 CT标定板设计了一套平面 CT标定的算法，具有较好的精度和稳
定性，并建立了通过投影值反求吸收率的重构模型与算法，经过去噪后可以得到较好的吸

收率图像。同时设计了一套新的 CT标定板，通过充分利用几何特征来提高标定算法的性
能。

第一问中，首先通过一部分投影值与圆弦长的数据进行最小二乘拟合，确定了二者之

间的线性关系，初步计算得增益系数 µ值为 1.7727。再进行整体的几何模型建模，建立坐
标系，构造探测器接收信息与旋转中心、探测器位置，及探测器单元之间的距离的函数关

系，基于最小二乘的思想进行非线性优化，为了增加模型的精度和稳定性，使用迭代优化

的方法对参数进行求解。求得旋转中心 R0的坐标为 (-9.2696mm, 6.2738mm)，传感器间距
为∆d = 0.2768mm。根据所建坐标系，CT系统 X射线逆时针旋转的始值为-60.3465°，终
值 118.6439°。

第二问中，首先根据问题一中的标定数据，对附件 3中的数据进行预处理，将其变换
为旋转中心在正方形托盘正中心的数据。再分别建立连续、离散两种 CT反投影重建模型。
连续模型中，利用傅里叶中心切片定理，设计滤波反投影算法（FBP），先将投影数据进行
傅里叶变换，滤波后逆傅里叶变换，将所得的值在反投影平面累加，实现吸收率图像重构；

离散模型中使用代数迭代法（ART）对网格化的离散数据直接建模，用矩阵迭代的方法对
像素网格进行处理，实现图像的重构。最终我们基于两种不同的算法，分别对模型进行重

建，给出了题中所要求的十个点处的吸收强度。

第三问中，针对更加复杂的噪声，以及更复杂的数据，我们对噪声进行分析。用 SPSS
软件对可能噪声值进行 Kolmogorov-Smirnov分布检验，确定其分布，求出其噪声为均值
0.1549的均匀分布。在此基础上，使用同第二问的方法进行反变换、去噪，得到最终的重
建图像，并给出十个指定点处的吸收强度。

第四问中，我们对问题一中的标定算法进行稳定性和精度分析，并设计了一套新的标

定模板。首先利用仿真的方法，通过设定所需标定参数，生成探测器接收信息数据，再通

过数据反求其标定参数。求得在无噪声的情况下，标定参数误差较小，标定精度较高；在

数据有人工噪声的情况下，各个参数的相对误差在 1%以下，稳定性良好。同时，对于问
题一中迭代算法选取的不同初值，模型均能求解出其标定参数，且误差较小，证明我们的

模型对初值选取不敏感。最后，我们设计了一个具有显著几何特征的图形作为标定模板。

通过充分利用几何特性，可以求得各个参数的初步估计值，以估计值作为初始值进行最小

二乘的非线性优化，得到了良好的标定效果。

关键词： 最小二乘拟合；迭代优化；滤波反投影算法；代数迭代法；
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1 问题重述

CT系统是一种利用样品对射线的能量吸收特性对样品进行断层成像的技术，在不破
坏样品的情况下获取样品内部的结构信息。问题中使用的是一种二维 CT系统，探测器平
面发出平行入射的 X射线，探测器绕某固定的旋转中心逆时针旋转 180次，可以获得 180
组接收信息，每组信息有 512个等距单元的数据。

我们需要建立数学模型和算法，解决以下问题：

1. 根据题目给出的标定模板，以及标定模板的接收信息，对 CT系统的旋转中心的位
置、探测器单元之间的距离以及射线的 180个方向进行确定。

2. 根据给出的某未知介质的接收信息，利用 (1)中得到的标定参数，对介质的位置、几
何形状、吸收率进行确定。且给出指定位置的吸收率信息。

3. 根据给出的另一未知介质的接收信息，给出该未知介质的相关信息，以及指定未知
的吸收率信息。

4. 对问题 (1)中的参数进行精度和稳定性分析，并自行设计新模板，建立对应的标定模
型，以改进参数标定。

2 问题分析

第一问中，首先需要确定吸收率与衰减强度之间的数学关系。考虑使用一部分投影值

与圆弦长的数据进行分析，确定二者之间的函数关系。再进行整体的几何模型建模，建立

坐标系，根据旋转中心、探测器与坐标轴的夹角来建立关于弦长的投影模型。考虑到待优

化参数较多，可迭代优化参数，再通过改进的最小二乘法，进行非线性优化，得到标定值。

第二问，首先根据问题 1中求得的标定参数，对附件 3中的数据进行预处理，使之旋
转中心变换到正方形托盘中心。再进行 CT反投影重建建模，考虑连续和离散两种建模求
解方式。连续模型中利用傅里叶中心切片定理，设计滤波反投影应算法（FBP）进行重建。
离散模型中使用代数迭代法（ART）对像素网格直接进行求解。再对吸收率图像进行降噪
处理，考虑比较多种降噪算法表现，得到重建图像。

第三问与第二问相比，数据加入了噪声，且图形更加复杂，对算法稳定性要求更高。

首先进行去噪，用 SPSS软件对可能噪声值进行 Kolmogorov-Smirnov均匀分布检验，确定
其分布，再按照同第二问的方法进行反变换、去噪，得到最终的重建图像。

第四问首先用模拟仿真的方法对第一问的标定模型进行检验，研究其精度；再考察其

对于噪声和迭代初值的稳定性。最后考虑建立新模板并利用其几何特征估计参数并作为迭

代初值，提升标定算法速度与精度，并进行稳定性验证。

3 基本假设

1. 载物托盘平面始终垂直于 CT旋转轴，发射-接收系统平行于托盘平面

2. X射线不与样品发生衍射，散射，不考虑硬化效应
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3. 模板加工精度足够高，不考虑模板几何形状的误差

4 问题一的求解

在问题一中，我们需要根据已知几何信息的标定模板对 CT系统进行标定。首先我们
的对标定模板进行建模。在这一问题中，我们需要得到的量有：旋转中心在正方形托盘中

的位置、探测器单元之间的距离、以及 CT系统使用的 X射线的 180个方向。

4.1 理论基础

问题中，使用的 CT系统的原理是使用 X射线照射在样品上，物体吸收部分射线的能
量，使得射线强度产生衰减，射线的衰减呈指数变化。[3]那么对于长度为 l的均匀同质物

体，吸收率为 ρ，则探测器上对应位置得到的接收信息 D应满足：

D = f(ρl) (1)

而对于平面内的不均匀介质，射线沿某一路径后得到的探测器的值应为：

D = f(

∫
ρ(l) dl) (2)

因此，在进一步分析之前，我们需要先确定经过增益等处理之后得到的接收信息与其

吸收量之间的关系。

图 1: 附件 1几何形状
图 2: 附件 2信息

观察附件 2中接收信息图可以发现，图像可以很明显的看成是两部分叠加而成。结合
标定模板集合信息可知，这两部分分别为椭圆部分的投影与圆部分的投影。由于圆具有各

方向投影均相等的良好性质，因此我们截取其中一部分数据进行试探性研究。选择第一个

测量角度的属于圆的投影的非零数据，得到一组探测信息 D(i)。对于探测点 i，其发出的

射线与圆心的距离为 di = i∆d+ d0，其中∆d为探测器上的射线间距，d0为探测器位置相
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对偏置。那么第 i条射线与圆相交的弦长为 2
√

R2 − d2i，其中 R为圆半径。我们推测探测
器的接收数据与 ρl成一次函数关系，即

D(i) = µ× 2
√

R2 − (i∆d+ d0)2ρ+ c (3)

使用最小二乘法对曲线进行拟合，求出各个参数的值为：

µ = 1.7724,∆d = 0.2768, d0 = −4.0688, c = 0.0000

图 3: 拟合圆上的数据

即是说对于标定模板，其吸收强度 D = µρl，对于参数 µ，在后面的模型中我们会进

一步进行求解，此处仅是为了寻找模型之间的关系进行初步的分析。

4.2 模型建立

以正方形托盘的中心为坐标原点，椭圆中心与圆中心的连线方向为 x轴，过坐标原点

垂直于 x轴方向为 y轴，建立平面直角坐标系。在这一坐标系中，设 CT系统的旋转中心
坐标为 R(x0, y0)，探测器平面与 x轴的夹角为 θ，探测器中心与旋转中心在探测器平面上

的投影的距离为 d0。

图 4: 标准形态 图 5: 圆的弦长
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4.3 理论公式

由于这个问题中，标定模板是均匀介质，所有地方的吸收率都为 1，那么其探测器获
得的数值即与穿过的长度有关。那么在这一问题中，我们转化为某一方向的直线穿过标定

模板的长度的求解。

标定模板中，椭圆与圆的方程分别为：

x2

m2
+

y2

n2
= 1,m = 15, n = 40; (x− 45)2 + y2 = 42

为了对问题进行化简，我们设定一个坐标原点在探测器上的投影位于探测器中心的状态，

此时对于探测器上与探测器中心相距为 d的一条射线，可以对其在椭圆中交出的弦长进行

求解。这条射线的方程可写出为：

x cosϕ+ y sinϕ = d

与椭圆的方程进行联立求解，可解出该直线与椭圆相交的弦长：

p =
2mn

√
r2 − d2

r2
,这里r2 = m2 cos2 ϕ+ n2 sin2 ϕ

对于圆上的部分，设圆心坐标为 (G, 0)，圆半径为 r0，其中 G = 45, r0 = 4，那么容易

求出其弦长表达式为：

p1 = 2
√

r20 − (G cosϕ− d)2

同时，由于在整个旋转过程中，直线与椭圆或圆不一定有交点，那么这种情况下，我们对

整个角度范围进行整合，可以得到总的投影长度为：

pt =
2mn

√
max(0,m2 cos2 ϕ+ n2 sin2 ϕ− d2)

m2 cos2 ϕ+ n2 sin2 ϕ
+ 2

√
max(0, r20 − (G cosϕ− d)2)

考虑到实际情况中，探测器的中心与坐标原点有一定的偏移，那么在上式的基础上，我们

需要对投影长度进行修正。

易证，在探测器能探测到物体的前提下，沿垂直于探测器方向的探测器位置变化对投

影长度没有影响。即在探测器位置发生变化时，只需要考虑沿探测器方向的位置变化。

图 6: 计算弦长
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那么对于旋转中心坐标R(x0, y0)，探测器中心与旋转中心在探测器平面上的投影的有

向距离 d0，对于探测器上一条射线，其与探测器中心的距离为 d，那么容易求出，该点与

坐标原点在探测器上的投影的距离 d′的值为;

d′ = x0 cosϕ+ y0 sinϕ+ d0 + d

即可转化到刚才求出的标准形式的公式上去。

由于在实际数据中，探测器是有 512个 X射线组成的，对于第 i个发射器，其与发射

器中心的距离也可以简单的表示出来，为：

d = (i− 256.5)∆d

这里距离的负号表示探测器中心与该点的连线沿探测器与 x轴夹角 ϕ的反向。则

d′ = x0 cosϕ+ y0 sinϕ+ d0 + (i− 256.5)∆d

标定模板的吸收强度处处相等且都为 1，为计算吸收强度与探测器探测到的数值的关系，
我们引入增益系数 µ，表示投影长度与最终结果的关系。即：

V = µpt

综合上述各式，所以对于探测角度为 ϕ的探测器，其上第 i条 X射线探测所得的数值的计
算公式为：

V =µ
2mn

√
max(0,m2 cos2 ϕ+ n2 sin2 ϕ− (x0 cosϕ+ y0 sinϕ+ d0 + (i− 256.5)∆d)2)

m2 cos2 ϕ+ n2 sin2 ϕ

+ 2µ
√
max(0, r20 − (G cosϕ− (x0 cosϕ+ y0 sinϕ+ d0 + (i− 256.5)∆d))2)

问题即转化为，根据附件 2给出的数据，对该公式中的参数进行求解。

4.4 模型求解

为了确定模型中的各项参数信息，我们需要对模型参数进行求解，使得理论值与实际

测量值误差最小，我们使用均方根误差来作为衡量指标。即

min δ =

√∑180
j=1

∑512
i=1(V (i, j)−D(i, j))2

n− 1

这里D(i, j)指附件 2中，第 j组探测数据中第 i个探测器的测量值，V (i, j)指第 j组探测

数据中第 i个探测器的计算值。

使用 MATLAB的非线性拟合函数工具进行模型求解，由于这是一个数据量较大的非
线性优化模型，直接寻找到最优解比较困难，函数在进行求解时会从给定的初值开始迭代，

初值的选取对计算结果有直接影响。因此，我们使用以下步骤对参数进行迭代求解，获取

更准确的参数值：
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1. 选取参数 d0, x0, y0, µ,∆d, ϕi, i = 1, . . . , 180的初值，这里参数的初值可以随意选取，

我们设置为 d0 = x0 = y0 = 0, µ = 1.7724（由前文粗计算得），使用 512 × 180组数

据，对所有参数进行拟合，获得第一次求解的参数结果。

2. 对第一次求解得到的 ϕ1i , i = 1, . . . , 180，使用局部加权回归散点平滑法进行平滑处

理，接着将 ϕi 作为已知参数，使用 512 × 180组数据，以第一次求解的结果作为初

始点，对参数 d0, x0, y0, µ,∆d进行求解，得到第二次参数的求解结果。

3. 使用第二次求解得到的参数 d0, x0, y0, µ,∆d作为已知参数，对于 180组，每组 512个
数据，以第 (2)步中得到的角度作为初值，分别对每组数据的角度参数进行求解，得
到第 (3)步的求解结果。

4. 使用第 (2)步与第 (3)步的结果作为初始值，再次使用 512 × 180组数据，对所有参

数进行拟合，得到最终结果。

4.5 求解结果

使用上述算法对模型进行求解，得到各个参数如下：

µ = 1.7727, x0 = −9.2696, y0 = 6.2738, d0 = 0.0000,∆d = 0.2768

同时可以求出 180个测量角度的数据，角度数据见附录中表9，部分数据见表1，由于我们
求的是探测器的角位置，因此这里将所得数据转换为题目要求的 X射线的角度位置：

表 1: X射线角度信息

角度序号 1 2 3 90 91 179 180

角度（度） -60.3465 -58.9927 -58.4392 28.6382 29.6437 117.6509 118.6439

4.6 模型评价

在问题 (1)的模型中，我们使用均方根误差来进行衡量，第一次求解与最终结果的均
方根误差如表2，从表中可以看出，我们的算法对原始数据的拟合程度较好，均方根误差很
小，因此可以认为我们得到的参数信息是较为准确的，模型的可靠性较好。

表 2: 算法均方根误差
算法步骤 第一次求解 最终结果

RMSE 4.4161 0.0148

5 问题二的求解

在问题 2中，需要根据某未知介质的接受信息，利用问题 1中求出的参数，确定该未
知介质在正方形托盘中的位置、几何形状和吸收率。第一题中分析了投影的过程，此问需
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要利用给定的投影数据进行逆过程。下文首先利用标定数据对投影数据进行了预处理，并

分别用连续模型的 FBP（滤波反投影）算法和离散模型的 ART（代数迭代法）进行反投影
重建，并比较了数种滤波降噪算法的效果。

5.1 数据预处理

由问题一可知，由于安装过程的误差，CT系统的旋转中心并不在正方形的中心，由前
文推导公式可知，探测器上的第 i个传感器与坐标原点的沿探测器方向的距离为：

d′ = x0 cosϕ+ y0 sinϕ+ d0 + (i− 256.5)∆d

对于任意角度的探测器，我们都可以设置一个中心与原点重合的辅助探测器，将探测器上

的数据转化到辅助探测器上，再对问题进行求解。即：

d′ = (i′ − 256.5)∆d = x0 cosϕ+ y0 sinϕ+ d0 + (i− 256.5)∆d

则对于原始数据 y = data(i, j)，可以得到新的转化后的数据

datapre(i
′, j) = data(i(i′), j) = data(i′ − (x0 cosϕ+ y0 sinϕ+ d0)/∆d, j)

图 7: 数据预处理

图 8: 连续模型

5.2 连续模型

首先，我们把第一问中的投影问题用线积分的形式来描述。例如上图中，记灰色的封

闭图形由函数 f(x, y)描述，一条投影射线为 x cos θ+ y sin θ = t，则 f(x, y)关于该射线的

线积分为：

Pθ(t) =

∫
(θ,t)line

f(x, y) ds
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则这里的 Pθ(t)就相当于这个物体沿该射线方向上的投影值。接下来引入傅里叶中心切片

定理 (Fourier Slice Theorem)。[1]它证明了若给定一组投影的数据 pθ，则可以通过二维傅

里叶变换来估计原物体。定义线积分投影 Pθ(t)的傅里叶变换为：

Sθ(w) =

∫ ∞

−∞
Pθ(t)e

−j2πwtdt

原二维图像的傅里叶变换定义为：

F (u, v) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)e−j2π(ux+vy)dt

则根据中心切片定理，有：

Sθ(w) = F (w cos θ, w sin θ)

实际情况中，我们考察的 f(x, y)均为离散的网格化。假设其中 x, y 的所属区间均为

[−A/2, A/2]。对于 F (u, v)的傅里叶逆变换可以写为 [4]：

f(x, y) =
1

A2

N/2∑
m=−N/2

N/2∑
n=−N/2

F (m/A,n/A)ej2π((m/A)x+(n/A)y)

傅里叶重心切片定理将投影的傅里叶变换和图像的傅里叶变换建立了联系，故可以通

过充足数目方向上投影的傅里叶变换信息，来构建出原始函数的估计值。在实际应用过程

中，我们使用滤波反投影法（FBP）来完成重构，其算法步骤如下：
遍历K 个角度，属于 0-180°之间

1. 对 Pθ(t)进行快速傅里叶变换，得到 Sθ(w)

2. 将 Sθ(w)乘以 2π|w|/K

3. 将 Step2中得到的值进行傅里叶逆变换，将得到的值累加得到图像平面。

5.3 离散模型：ART

5.3.1 ART

由于 FBP（滤波反投影）算法具有的缺陷与限制，对于不完全的投影数据，可以使用
迭代法进行重建，这类算法在求解时把图像离散化。ART（代数迭代法）是常用的一种算
法，其求解速度相对较快，结果较优，并且在求解过程中可以使用先验信息对数据进行修

正。

首先引入投影矩阵的概念，设图片共有 J = n × n个像素，共有 I 条射线进行扫描，

将射线看作宽为 τ 的粗线，将图片像素值集中在像素的中心，则有 I × J 大小的投影矩阵

R，其元素定义为

rij =

1, i号射线通过 j号像素中心

0, 其他
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记 x = [x1, x2, . . . , xJ ]
T 为 J维图像矢量，xj 表示图像上第 j 个像素点的吸收强度；p =

[p1, p2 . . . pI ]
T 为 I维投影矢量，pi表示第 i条射线所经过的所有像素的总射线投影，则

Rx = p

左侧各分量称为伪射线和，右侧称为真射线和。要将图像的吸收强度解出来，需要对矩阵

R进行求逆。一般的，R是大型稀疏矩阵，因此直接求其逆矩阵有困难；而在实际应用中，

误差的存在可能使得 R奇异。故通常使用迭代法进行求解，下面介绍 ART（代数迭代法）。
其思路是每次校正一条射线路径上的像素值，使得该条真伪射线和间误差减小。其迭代公

式为：

x(k+1) = x(k) + λ(k) qik − rikx
(k)

||rik ||2
rik

式中，k是迭代次数，k = 0, 1 . . .，ik = k(modI) + 1；λ(k)称为松弛参数。可以证明，当

0 < ε1 ≤ λ(k) ≤ ε2 < 2

时，该迭代法收敛。本文中，均取 λ(k) = 0.25。求解步骤为：

1. 设置初值；

2. ART迭代；

3. 应用先验信息决定的限制条件，本文使用像素值非负限制，转至步骤二；

4. 一定迭代次数后终止，一般为 (3 ∼ 8)I 次

5.3.2 降噪算法

不论何种重建算法，不可避免会带入伪影点，同时由于数据含有噪声，成像质量并不

令人满意。本文使用 NLM（非局部均值）降噪方式对图像进行处理。NLM算法是图像降
噪领域非常有效的算法之一，效率较高，实现简单。其思路是对像素的某邻域窗口内的像

素灰度值做加权平均，且像素越相似，权重越大。J.Huang等人将其运用到 CT图像迭代重
建过程中，显示其具有良好的性能。[2]

NLM(xi) =
∑
j∈Ni

w(i, j)xj

其中,

w(i, j) =
e
−||xVi

−xVj
||2/h2∑

j∈Ni
e
−||xVi

−xVj
||2/h2

对于问题二，结果如下图：
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图 9: 原图 图 10: NLM降噪处理

可以看出 NLM算法对于重建图像的去噪有着较好的效果，并且保留了较多的边缘信
息。选取 NLM重建结果作为 10个采样点数据如下：

表 3: 问题二采样点数据

点序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ART算法 0 0.6943 0 0.8269 0.7285 0.9269 0.9111 0 0 0
FBP算法 0 0.5113 0 0.6268 0.5476 0.7636 0.6819 0 0 0

6 问题三的求解

问题三的要求与问题二中相同，但是观察所给出的数据，发现其中含有较多噪声，因

此考虑进行降噪预处理。

6.1 去噪预处理

图 11: 附件 5数据 图 12: 附件 5第一组数据差分图
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观察附件 5数据，发现其数据主要集中在探测器中间部位。探测器两边的数据数值较
小，且在小范围内不断。取其中第一组观测数据，做出差分图，如图12所示，可以看出，探
测器两边的相邻两个传感器的数据差集中在 0附近，因此我们推测这些数据是由测量时的
误差引起的波动。分析数据可以发现，小于 0.3的数据值有无规律波动，普遍出现在主要
信号周围，考虑将小于 0.3的数据值作为噪声。提取所有小于 0.3的数据值，利用 SPSS软
件进行 Kolmogorov-Smirnov均匀分布检验，结果显示其符合均匀分布，均值为 0.1549，显
著性水平为 0.157。

图 13: 直方图
图 14: K-S检验

因此，对原数据做去噪处理。之后再按照问题二所述方法进行预处理，并分别使用

ART算法与 FBP算法进行重建。

图 15: ART-NLM 图 16: FBP
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以上两张图已将亮度归一化。可以看出，FBP算法得到的图像更加平滑，ART-NLM算
法的图像边缘较为锐利。同时给出两种算法重建得到 10个采样点的吸收率数据。

表 4: 问题三采样点吸收强度

点序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ART算法 0 3.5766 8.5109 0 0 3.8526 8.1648 0.1075 7.9565 0
FBP算法 0 1.3519 3.7293 0 0 1.6377 3.3159 0 3.9600 0

6.2 对比分析

对比两者，ART-NLM算法重建速度较慢，但保留了较多的边缘信息；FBP算法速度
快，成像质量高。使用模拟仿真方法对两算法所得吸收率值进行对比，发现 ART-NLM值
偏大。我们认为这是由于投影矩阵 R元素取值仅有 0或 1造成的，每次对射线中心的像素
迭代修正时，射线边缘的像素也同时受到等值的修正，造成了一定的偏差。可以考虑对于

投影矩阵 R做改进，部分文献提出了 [0, 1]区间内连续取值的赋权方法，由于篇幅限制在

此不做展开了。

7 问题四的求解

7.1 精度分析

在这个问题中，我们采用模拟仿真的方法进行精度分析。在问题一模型的基础上，我

们通过更改位置参数信息，进行模拟，得到这种情况下的 512 × 180个数据，再使用我们

的模型，在这组数据的基础上进行标定，计算得出标定所需参数，与设定的理论值进行对

比，即可得到模型的精度信息。

设置参数 d0 = 1, µ = 1.5, x0 = 10, y0 = 10，观测角度依次为 ϕi = i◦, i = 1, . . . , 180，

使用问题一中模型，模拟生成 180组探测器数据。将生成的探测器数据进行参数标定，得
到结果如表5所示。

表 5: 计算机仿真实验的几何标定结果

参数名称 d0(mm) x0(mm) y0(mm) µ

理论值 5 -8 10 1.5
计算值 5.0000 -8.0000 10.0000 1.5000

差值(×10−10) -0.1195 -0.0022 -0.5961 -0.0135

计算观测角度的误差平方和：

SSEϕ =

180∑
i=1

(ϕi − ϕ̃i)
2 = 9.8618× 10−17

从表5中可以看出，本文的标定方法的计算值与真实值之间的误差很小，使用这种方法进
行标定的精度较高。
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7.2 稳定性分析

在 CT系统的标定过程中，误差的存在不可避免。探测器上获得的传感器的值有与实
际值相比有一定波动，即接收信息有一定噪音。为分析问题 (1)中的模型在接收器存在噪
声的情况下的标定结果的稳定性，这一节中我们使用计算机进行仿真，人为地在投影坐标

中增加不同等级的噪声数据，再以此进行模板标定。

与精度分析相同，设置参数 d0 = 1, µ = 1.5, x0 = 10, y0 = 10，观测角度依次为

ϕi = i◦, i = 1, . . . , 180，使用 (1)中模型，模拟生成 180组探测器数据。根据这种方法模拟
得到的探测器接受信息中的数据范围在 (0,120)之间，我们给原数据增加在 (-15,15)范围内
均匀分布的随机噪声。从数据图中可以看出，数据信息较原数据更模糊，且噪声较多。

使用本文的标定算法进行标定得到的计算值与理论值的对比如表6所示，标定角度与
原角度的对比如图角度计算误差所示。

图 17: 投影数据 图 18: 角度计算误差

表 6: (-15,15)均匀分布的噪声误差

参数名称 d0(mm) x0(mm) y0(mm) µ

理论值 5 -8 10 1.5
计算值 5.0189 -7.9957 10.0339 1.4986
差值 -0.0189 -0.0043 -0.0339 0.0014

角度计算的均方根误差为 0.0053rad，结合图像与表格数据，我们可以看出，我们的标
定算法在数据有小范围的噪音的时候，标定产生的误差仍然较小，算法具有很好的稳定性。

为了进一步检验算法的稳定性，我们对原图像增加在 (-50,50)范围内均匀分布的随机
噪声，从图上可以看出，此时的图片与原图相比已有较大变化，在这样的数据的基础上，

使用本文的算法进行标定，得到的参数见表7。
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图 19: 投影数据 图 20: 角度计算误差

表 7: (-50,50)均匀分布的噪声误差

参数名称 d0(mm) x0(mm) y0(mm) µ

理论值 5 -8 10 1.5
计算值 5.0693 -8.0188 10.3614 1.4938
差值 -0.0693 0.0188 -0.3614 0.0062

角度计算的均方根误差为 0.0191rad，相比噪声较小时，参数标定的误差有所增大，但
仍然在很小的范围内。因此我们可以得出结论，由于采用了迭代使用最小二乘法进行函数

拟合，我们的算法对数据的利用率较高，在使整体数据偏差最小的前提下，标定得到的参

数稳定性较好，受测量过程中的误差的影响较小。

7.3 自行设计标定模板

一般来说，模板的设计可以考虑遵从两个原则：

• 模板易于加工。

• 模板中的特征图形可以写出简洁的解析表达式。

例如 CT标定界著名的“头模”（head phantom)，其中就包含多个椭圆的形状，这种能写出
解析表达式的图形能在计算机仿真中起到很大的优势 [1]。但是，根据第一问中标定求解的
分析，发现当标定托盘上为一个椭圆和一个圆形时，标定解法的稳定性不是特别好，而且

在求解过程中并没有充分利用特征图形的几何关系。故考虑设计新标定模板下图所示，圆

内灰色部分的吸收率均为 1.0000：
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图 21: 新标定模板示意图 图 22: 新标定模型的几何示意图

7.3.1 标定模型的建立

与第一问中标定坐标系类似的，以正方形托盘的中心为坐标原点，小圆中心到大圆中

心的连线为 x轴，过坐标原点垂直于 x轴方向为 y轴，建立平面直角坐标系。同时记半径

为 5mm的小圆为 C1，大圆为 C2。其中设 CT系统的旋转中心坐标为 R(x0, y0)，探测器

平面与 x轴的夹角为 ϕ，则探测光束与 x轴正向的夹角为 θ = ϕ + π/2，探测器中心与旋

转中心在探测器平面上的投影的距离为 d0。

与问题一类似，探测器获得的数值与射线穿过圆形区域的弦长成正相关。则对于探测

器上第 i个单元，设该点相距 R在探测器上的投影距离为 d。射向它的射线直线方程可写

为：

y = tan(θ)× (x− x0) + y0 −
d

cos(θ)

其中 d = d0 − (256.5− i)×∆d。

再记圆 C1的半径为 R1 = 5mm，其圆心为 (xC1, yC1)，C2的半径为 R2 = 10mm，其

圆心为 (xC2, yC2)。射向该传感器的射线经过圆的弦长为：

l1 = 2×

√
max(0, R2

1 −
(−yC1 + tan(θ)× xC1 + y0 − d/cos(θ))2

1 + tan2(θ)
)

l2 = 2×

√
max(0, R2

2 −
(−yC2 + tan(θ)× xC2 + y0 − d/cos(θ))2

1 + tan2(θ)
)

可知第 i个探测器处的测量值为

p = µ(l1 + l2)

7.3.2 标定参数的初步估计

仪器的标定过程中，常有的一种做法是寻找图形特征。在设计标定物的过程中，考虑

使用具有显著几何特征的图形，圆形比较方便直接寻找其中心坐标。同时，通过测试发现，
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如果使用最小二乘法进行参数匹配，当标定物中只有一个图形时，几何特征不够明显，可

能会出现欠拟合的结果。若标定物中有三个图形时，则拟合的条件十分苛刻，求解过程十

分漫长。故考虑使用两个圆作为标定物，这样既充分利用几何关系寻找参数如 x0，y0的大

致范围，又能使最小二乘法的求解较为快速。

下面利用其几何特性以及探测器的探测值，来获取该测量值下探测器与 x轴的夹角 ϕ，

进而继续估计旋转中心 R、投影距离 d0 的值。由于所能处理的数据为离散的点，并且由

于可能存在的误差，用几何关系得到的这些值也有一定的误差。故考虑将这些估计值作为

初始值，再考虑使用最小二乘法对参数进行最优化求解，以更快、更稳定地对标定参数进

行求解。

图 23: 求解旋转中心位置示意图

由于 CT一次工作旋转的角度在 180°左右，考察 CT探测到的第 1个角度和第 180个
角度时两个圆的投影相对位置。以探测器为参照系，C1，C2为 CT工作时第 1个角度下
两圆的相对位置示意图，C1′与 C2′为前者旋转 180°左右时的相对位置示意图。此时我们
可以通过 CT扫描的数据比较容易地求得 C1，C2，C1′，C2′各自圆心在探测器上的相对

位置。不妨记该相对位置为 i1，i2，i′1，i′2。则由中心对称，可知旋转中心 R在探测器上的

投影相对位置近似为:
iR =

i1 + i2 + i′1 + i′2
4

同时也可推出 R在探测器上的投影与探测器中心（第 256与第 257个探头之间的位
置）的距离的近似值：

d0 = (256.5− iR)×∆d

除此之外，由于也已知 C1与 C2圆心的实际长度、投影长度与方向，故也可以算出

当前探测器与 x轴的夹角 ϕ的估计值为：

ϕ = arcsin

(
(R1c1 −R2c1)∆d

C1C2

)
再考察第 90组 CT观测数据，此时探测器相对于初始位置逆时针旋转了大约 90°。由

于坐标系原点 O 为 C1和 C2的中点，故容易得到 O 在探测器上的投影位置为 iO。从而

用HD = (iR − iO)×∆d来计算第 1组和第 90组中 R点和 O点的投影距离HD与H ′D′。
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由于本次旋转角度为 90°，故可以得到 OR的长度 |OR| =
√
HD2 +H ′D′2。同时可以得到

̸ ROD = arctan(HD/H ′D′)。可知 OR与 x轴的夹角为 θR = ϕ+ π/2− ̸ ROD，则 R坐

标为:
x0 = |OR| × cos(θR), y0 = |OR| × sin(θR)

模型中的 d0、HD中的正负号均表示方向，其中以 R为旋转中心，向逆时针方向为正。

7.3.3 最小二乘法参数优化

利用上节中的标定方法，根据参数 x0，y0，d0，θ，以及探测器上探针的位置 i、CT
探测序列第 j 个角度（1 ≤ j ≤ 180)，可唯一确定一个投影值 pij。记实际测的的投影值为

p0ij，则在确定的序列 {x0 y0 d0 θ }，该数据相对于原始数据的偏差为：

SSEj =
512∑
i=1

(pi − p0i))
2

则对于 180个角度 θ，整体残差平方和等于：

SSE =
180∑
j=1

SSEj =
180∑
j=1

512∑
i=1

(pij − p0ij))
2

故整体的规划为：

min . SSE(x0, y0, d0, θ1×180)

此时问题转化为解一个 183变量的非线性规划问题。由于数据量过大，故在实际求解
中可以先考虑随机选取 18组 j值，算出 x0, y0, d0的值，再对每个单独的 j，求解对应的 θ

值。

算法步骤如下：

1. 随机选取 18个 CT旋转中的方向。计算圆 C1，C2的投影，估算这 18个方向上的 θe

值。

2. 选取第 1、第 90、第 180个方向上的数据，计算圆 C1，C2的投影，计算出 x0，y0，

d0的估计值 x0e，y0e，d0e

3. 以估计的 x0e ，y0e，d0e 以及 18个 θe 作为初值，用 MATLAB中的非线性优化工具
箱对该规划模型进行求解，得到优化值 x0，y0，d0。

4. 将 x0 ，y0 ，d0 带入每个 SSEj。这时只剩下 θ还是决策变量，则为了求解 CT系统
使用的 X射线的 180个方向，再进行 180次单变量的非线性规划，即可得到所有的
角度值。
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7.3.4 方法的评价

对算法的评价采用仿真的方法，先给定 x0 ，y0 ，d0 以及 180个 θ值，从而可以计算

出一个 512×180的投影值矩阵 p0。再由上述算法反求 x0，y0，d0以及 θ的值。

在无噪声的情况下，在 [−15, 15]内随机选取 x0，y0，在 [−2, 2]内随机选取 d0。选取

角度值 θ为 −60,−59,−58 . . . 28, 29（单位：度），求解情况如下表所示，最后一列为 x0 ，

y0，d0的相对误差平均值：

表 8: 仿真实验及其参数相对误差平均值
x0 y0 d0 x′0 y′0 d′0 error

3.8724 −9.1262 1.9190 3.8724 −9.1262 1.9190 1.5407× 10−5

−6.2910 15.9300 −1.3115 −6.2910 15.9300 −1.3115 6.3544× 10−9

12.2357 −7.3452 0.0714 12.2357 −7.3452 0.0714 0.2865× 10−10

13.5689 −1.9048 1.6983 13.5689 −1.9048 1.6983 2.4923× 10−9

9.4854 1.4631 −1.8680 9.4854 1.4631 −1.8680 0.4155× 10−7

4.1775 8.2032 1.3575 4.1775 8.2032 1.3575 0.8742× 10−8

14.4733 2.3642 −1.5155 14.4733 2.3642 −1.5155 7.4111× 10−4

4.5589 7.2806 1.4863 4.5589 7.2806 1.4863 6.2535× 10−9

−10.3575 −12.0042 0.7845 −10.3575 −12.0042 0.7845 2.8539× 10−7

−2.1283 13.7360 −1.3110 −2.1283 13.7360 −1.3110 8.552× 10−7

表中未列出的角度 θ，其误差也均在 1× 10−3以内。可以看到，在没有噪声的情况下，

该算法能够很好地还原 CT的各个参数。并且可以看到，该算法具有较好的稳定性，对 x0

，y0和 d0的变化不敏感，均能求出较准确的值。

当给 p0 中非 0部分加入均值为 0，方差为 0.2的正态分布误差时，固定 x0 ，y0 和 d0

的值为 (−10,−10, 1)，令角度的初始值从-180°变到 180°，每次均以 3°为间隔，以参数 x0

为例，分析这些解中参数 x0的相对误差：

图 24: x0相对误差示意图
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可见 60%的角度中，x0 的相对误差小于 0.5%。在初始角度位置为-41°时，相对误差
为取最大值 3.78%。经分析，误差达到 3.78%的原因为解非线性规划时陷入局部最优解。
这时用得到的解作为初始值，使用模拟退火算法继续求解，可以将最终的相对误差缩小到

0.13%。
综上，本标定模板及配套算法具有较强的稳定性和精度。

8 模型评价与总结

本文从 CT投影原理出发，利用平面及射影几何知识建立了正向与反向投影模型，提
出并比较了多种重建与降噪算法，对于原问题给出了较好的结果；在第四问中，对于模型

进行了精度与稳定性的分析，并提出了新的标定模型。

8.1 模型优点

1. 标定算法精度高，稳定性强，求解速度较快

2. 分别使用连续与离散反投影模型进行求解，较为全面充分

3. 利用几何特征，给出了改进标定模型的思路，提出新的标定模型并进行测试，结果优
异

8.2 模型不足

1. 反投影重建与去噪算法耗时较长

2. ART算法结果偏大，其投影矩阵取值可连续化，可改进以增强准确度
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Appendices
.1 角度位置

表 9: X射线 180个位置的与 x轴正向夹角

-60.3465 -58.9927 -58.4392 -57.3520 -56.3152 -55.3470 -54.3514 -53.3492 -52.3488
-51.3451 -50.3459 -49.3468 -48.3491 -47.3514 -46.3465 -45.2003 -44.3505 -43.3528
-42.3490 -41.3496 -40.3502 -39.3516 -38.3537 -37.3564 -36.3487 -35.3504 -34.3550
-33.3521 -32.3497 -31.3434 -30.3517 -29.4518 -28.3523 -27.3519 -26.3522 -25.3505
-24.3534 -23.3539 -22.3525 -21.3523 -20.3545 -19.3512 -18.3533 -17.3460 -16.3515
-15.3551 -14.3528 -13.3536 -12.3510 -11.3514 -10.3534 -9.3519 -8.3544 -7.3513
-6.3511 -5.3563 -4.3532 -3.3533 -2.3518 -1.3552 -0.3528 0.6485 1.6469
2.6491 3.6442 4.6463 5.6470 6.6474 7.6470 8.6470 9.6470 10.6464
11.6467 12.6453 13.6469 14.6464 15.6463 16.6470 17.6441 18.6472 19.6452
20.6401 21.6465 22.6456 23.6455 24.6437 25.6467 26.6464 27.4426 28.6382
29.6437 30.6430 31.6476 32.6464 33.6388 34.6354 35.6369 36.6402 37.6348
38.6486 39.6403 40.6483 41.7423 42.6412 43.6367 44.6465 45.6403 46.6434
47.6447 48.6415 49.6479 50.6345 51.6392 52.6407 53.6385 54.6389 55.6372
56.6406 57.6412 58.6400 59.6404 60.6383 61.6404 62.6391 63.6405 64.6410
65.6377 66.6402 67.6469 68.6412 69.6404 70.6393 71.6403 72.6376 73.6369
74.6443 75.6328 76.6349 77.6383 78.6411 79.6428 80.6359 81.6393 82.6369
83.6399 84.6396 85.6400 86.6386 87.6434 88.6498 89.6660 90.6600 91.6689
92.6587 93.6596 94.6600 95.6580 96.6564 97.6565 98.6586 99.6548 100.6550
101.6541 102.6540 103.6547 104.6514 105.6532 106.6534 107.6540 108.6540 109.6541
110.6539 111.6530 112.6529 113.6530 114.6524 115.6399 116.6461 117.6509 118.6439

.2 问题一求解代码

% so l v e q u e s t i o n 1
load f u j i a n
[ a l lArgu , mdl_1 , mdl_2 , mdlphi , mdl_3 ] = c a l i bA rgu ( f u j i a n 2 ) ;

.3 问题一调用标定函数

f unc t i on [ a l lArgu , mdl_1 , mdl_3 ] = c a l i bA rgu ( d a t a )

%% gene r a t e t h e o r i ngn da ta
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% load be ta0
i a n g l e = 1 : 1 8 0 ;
inum = l eng th ( i a n g l e ) ;
f o r i = 1 : inum

xx ( i *512−511: i *512 ,1 ) = 1 : 5 1 2 ;
xx ( i *512−511: i *512 ,2 ) = i ;

end
yy = reshape ( d a t a ( : , i a n g l e ) , [ 5 12* inum , 1 ] ) ;

%% f i r s t t r y
t i c
d0 = 0 ;
x0 = 0 ;
y0 = 0 ;
mu = 1 . 7 7 24 ;
ph i0 = deg2rad ( 1 : 1 8 0 ) ;
b0 = [ d0 , x0 , y0 ,mu , ph i0 ] ;
% i n i t i a l

%b0 ( 5 : end ) = p h i _ i i ;
op t s = s t a t s e t ( ’ TolFun ’ ,1 e−5);
mdl_1 = f i t n lm ( xx , yy , @detect , b0 , ’ Op t i on s ’ , o p t s ) ;
beta = mdl_1 . C o e f f i c i e n t s . E s t ima t e ;
t o c
beta ( 5 : end ) = mod ( beta ( 5 : end ) , 2 * pi ) ;

subp lo t ( 2 , 2 , 1 ) , p l o t ( beta ( 5 : end ) ) ;
%% smoooth ang l e
p h i i = beta ( 5 : end ) ;
p h i i = smooth ( ph i i , 5 0 , ’ r l owe s s ’ ) ;
% p l o t ( 1 : 1 80 , p h i i , 1 : 1 8 0 , p h i i )
subp lo t ( 2 , 2 , 2 ) , p l o t ( p h i i ) ;
%% so l v e o t h e r para
g l oba l phiN ;
phiN = p h i i ;
b0 = beta ( 1 : 4 ) ;
mdl_2 = f i t n lm ( xx , yy , @detectArg , b0 , ’ Op t i on s ’ , o p t s ) ;
a rg0 = mdl_2 . C o e f f i c i e n t s . E s t ima t e ;

%% so l v e s i n g l e ang l e
g l oba l b e t a i ;
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b e t a i = a rg0 ;
xph i = 1 : 5 1 2 ;
phiNew = zero s ( 1 , 1 8 0 ) ;
f o r i p h i = 1 :180

yph i = d a t a ( : , i p h i ) ;
mdlphi = f i t n lm ( xphi , yphi , @detectAngle , p h i i ( i p h i ) ) ;
phiNew ( i p h i ) = mdlphi . C o e f f i c i e n t s . E s t ima t e ;

end
subp lo t ( 2 , 2 , 3 ) , p l o t ( phiNew ) ;

%% r e s o l v e a l l argu
b0 = [ arg0 ’ , phiNew ] ;
% i n i t i a l

%b0 ( 5 : end ) = p h i _ i i ;
op t s = s t a t s e t ( ’ TolFun ’ ,1 e−5);
mdl_3 = f i t n lm ( xx , yy , @detect , b0 , ’ Op t i on s ’ , o p t s ) ;
b e t a f = mdl_3 . C o e f f i c i e n t s . E s t ima t e ;
t o c

a l lA r gu = b e t a f ;
subp lo t ( 2 , 2 , 4 ) , p l o t ( b e t a f ( 5 : end ) ) ;

%% er r o r

end

.4 NLM算法

f unc t i on Y=NLM(X)
%5*5
h =0 . 5 ;
XX=reshape (X, 2 5 6 , 2 5 6 ) ;
YY=XX;
f o r m=5:252

f o r n=5:252
S=0;
D=0;
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V0=XX(m−2:m+2 ,n−2:n +2 ) ;
f o r i =−2:2

f o r j =−2:2
V=XX(m+i −2:m+ i +2 , n+ j −2:n+ j +2 ) ;
u=sum ( sum ( (V−V0 ) . ^ 2 ) , 2 ) ;
S=S+exp(−u / h ^2)*XX(m+i , n+ j ) ;
D=D+exp(−u / h ^ 2 ) ;

end ;
end ;
YY(m, n )=S /D;

end ;
end ;
Y=reshape (YY, 6 5 5 3 6 , 1 ) ;

end

.5 FBP算法

L = 512 ;
wid th = 2^nextpow2 ( s i z e (R , 1 ) ) ;

%f f t
p _ f f t = f f t (R , wid th ) ;

% Ramp f i l t e r f u n c t i o n from 0 t o w id th t h en t o 0
f i l t = 2 * [ 0 : ( wid th /2−1) , wid th / 2 : −1 : 1 ] ’ / w id th ;
p _ f i l t = zero s ( width , 1 8 0 ) ;
f o r i = 1 :180

p _ f i l t ( : , i ) = p _ f f t ( : , i ) . * f i l t ;
end

%i f f t
p _ i f f t = r e a l ( i f f t ( p _ f i l t ) ) ;

%back−p r o j e c t i o n
fbp = zero s (L ) ;
f o r i = 1 :180

r ad = deg2rad (THETA( i ) ) ;
f o r x = (−L / 2 + 1 ) : L / 2
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f o r y = (−L / 2 + 1 ) : L / 2
t = round ( x* cos ( r ad+pi / 2 ) + y* s i n ( r ad+pi / 2 ) ) ;
fbp ( x+L / 2 , y+L / 2 ) = fbp ( x+L / 2 , y+L / 2 ) + p _ i f f t ( max ( 1 , min ( t +round ( s i z e (R , 1 ) / 2 ) , L ) ) , i ) ;

end
end

end
fbp = fbp / 1 8 0 ;

fbp= fbp ( 7 6 : 4 3 6 , 7 6 : 4 3 6 ) ;
fbp= im r e s i z e ( fbp , [ 2 5 6 , 2 5 6 ] ) ;
fbp=max ( 0 , fbp ) ;

imshow ( fbp ) , t i t l e ( ’FBP ’ )

.6 ART算法

f unc t i on X=ART_F(P ,THETA, d e l t a , d0 , x0 , y0 )

t i c ;
I =92160;
lambda =0 . 2 5 ;
X= zero s ( 6 5 5 3 6 , 1 ) ;
MAX_ITER=5;

f o r k =1:MAX_ITER
f o r i =1 : I

R=we i gh t j u dg e ( i ,THETA, d e l t a , d0 , x0 , y0 ) ;
i f sum (R)~=0

X=X+lambda *(P ( i )−R*X ) / ( R*R’ ) *R ’ ;
X=max (X , 0 ) ;

end ;
end ;
X=NLM(NLM(X ) ) ;
%imshow ( re shape (X , 2 5 6 , 2 5 6 ) ) ;

end ;
t o c ;
end

func t i on R=we i gh t j u dge ( i , THETA, d e l t a , d0 , x0 , y0 )
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n=mod ( i −1 ,512)+1;
t = f l o o r ( ( i −1 ) / 512 )+1 ;
t h e t a =THETA( t ) ;

R= zero s ( 2 5 6 , 2 5 6 ) ;
d =(n−256.5)* d e l t a +d0 ;
i f d>=−50&&d<50

R ( : , f l o o r (256* d / 100 )+129 )=1 ;
R= im r o t a t e (R , t h e t a , ’ c rop ’ ) ;

end ;
R=reshape (R , 1 , 6 5 5 3 6 ) ;

end

.7 问题四检验精度稳定性

% as s i g n e d t h e s t anda rd argument s
% ge t t h e d e t e c t da ta
i a n g l e = 1 : 1 8 0 ;
inum = l eng th ( i a n g l e ) ;
f o r i = 1 : inum

xx ( i *512−511: i *512 ,1 ) = 1 : 5 1 2 ;
xx ( i *512−511: i *512 ,2 ) = i ;

end
d0 = 5 ;
mu = 1 . 5 ;
x0 = −8; y0 = 10 ;
ph i0 = deg2rad ( ( 1 : 1 8 0 ) ) ;
%Res = z e r o s (512 , 180 ) ;
b = [ d0 , x0 , y0 ,mu , ph i0 ] ;
Res = d e t e c t ( b , xx ) ;
Res = reshape ( Res , [ 5 1 2 , 1 8 0 ] ) ;
%sub p l o t ( 1 , 2 , 1 )
imagesc ( Res ) ,

% Res = Res + 100*( rand (512 , 180 ) −0 . 5 ) ;
%s u b p l o t ( 1 , 2 , 2 ) , imagesc ( Res ) ,
% savea s ( gc f , ’ z aoy i n3 . png ’ )

26



f i g u r e
[ a l lArgu , mdl_1 , mdl_3 ] = c a l i bA rgu ( Res ) ;

%%
ph i1 = a l lA r gu ( 5 : end ) ’ ;

e r r = sqr t ( sum ( ( phi1−ph i0 ) . ^ 2 ) / 1 7 9 )
stem ( phi1−ph i0 )

.8 问题四自建模板仿真分析函数

具体代码见支撑材料。

f unc t i on [ var , t h i sDa t a , d a t a ] = f i t R o t a t i o n ( input )
SampleNum = 18 ;
load Res ;
d a t a = Res ( : , ( 1 : 1 0 : 1 8 0 ) ) ;

x0 = input ( 1 ) ;
y0 = input ( 2 ) ;
d0 = input ( 3 ) ;
ph i = input ( 4 : 4+ SampleNum−1);
ph i = deg2rad ( ph i + 180* ones ( 1 , SampleNum ) ) ;
t h i sD a t a = zero s (512 , SampleNum ) ;
mu = 1 . 7 7 25 ;
R1 = 5 ;
R2 = 10 ;
R3 = 5 ;
f o r i P h i = 1 : SampleNum

f o r n = 1 : 512
t h e t a = ph i ( i P h i ) ;
d = d0 − 0 .2768 * ( 2 56 . 5 − n ) ;
t h i sD a t a ( n , i P h i ) = 2 * mu * ( sqr t (max ( 0 , R1^2 − . . .
( tan ( t h e t a ) * (−30) −x0 * tan ( t h e t a ) + y0 − . . .
d / cos ( t h e t a ) ) ^ 2 / (1+ tan ( t h e t a ) ^ 2 ) ) ) + . . .
sqr t (max ( 0 , R2^2 − ( tan ( t h e t a ) * ( 3 0 ) −x0 * tan ( t h e t a ) . . .
+ y0 − d / cos ( t h e t a ) ) ^ 2 / (1+ tan ( t h e t a ) ^ 2 ) ) ) ) ;

end
end
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va r = sum ( sum ( ( t h i sD a t a − d a t a ) . ^ 2 ) ) ;
end

R2_ s t a r t = 1 ;
R 1 _ s t a r t = 1 ;
%% F i r s t Frame
f o r R2_ s t a r t = 1 : 512 − 71

i f min ( Res ( R 2 _ s t a r t : R 2 _ s t a r t + 71 − 1 , 1 ) > 0 ) == 1 | | . . .
min ( Res ( R 2 _ s t a r t : R 2 _ s t a r t + 73 − 1 , 1 ) > 0 ) == 1

break ;
end

end

for R1_ l a s t = 512 : −1 : 35
i f (min ( Res ( R1_ l a s t − 35 + 1 : R1_ l a s t , 1 ) > 0 ) == 1 | | . . .

min ( Res ( R1_ l a s t −37+ 1 : R1_ l a s t , 1 ) > 0 ) == 1 ) . . .
&& min ( Res ( R1_ l a s t − 38 + 1 : R1_ l a s t , 1 ) > 0 ) == 0 . . .

&&min ( Res ( R1_ l a s t − 35+ 1 : R1_ l a s t + 1 , 1 ) > 0 ) == 0
break ;

end
end

R1_c1 = R1_ l a s t − 18 ;
R2_c1 = R2_ s t a r t + 36 ;
ph i0 = rad2deg ( a s in ( ( R1_c1 − R2_c1 ) * 0 . 2 7 6 8 / 6 0 ) ) ;

%% Second Frame
f o r R2_ s t a r t = 1 : 512 − 71

i f min ( Res ( R 2 _ s t a r t : R 2 _ s t a r t + 71 − 1 , 180) > 0 ) == 1 . . .
| | min ( Res ( R 2 _ s t a r t : R 2 _ s t a r t + 73 − 1 , 180) > 0 ) == 1

break ;
end

end

for R1_ l a s t = 512 : −1 : 35
i f (min ( Res ( R1_ l a s t − 35 + 1 : R1_ l a s t , 180) > 0 ) == 1 . . .

| | min ( Res ( R1_ l a s t −37+ 1 : R1_ l a s t , 180) > 0 ) == 1 ) . . .
&& min ( Res ( R1_ l a s t − 38 + 1 : R1_ l a s t , 180) > 0 ) . . .

== 0 &&min ( Res ( R1_ l a s t − 35+ 1 : R1_ l a s t + 1 , 180) > 0 ) == 0
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break ;
end

end

R1_c2 = R1_ l a s t − 18 ;
R2_c2 = R2_ s t a r t + 36 ;

R_p = ( R1_c1 + R2_c1 + R1_c2 + R2_c2 ) / 4 ;

d1 = ( R1_c1 + R2_c2 ) / 2 ;

%% Thi rd Frame

f o r R2_ s t a r t = 1 : 512 − 71
i f min ( Res ( R 2 _ s t a r t : R 2 _ s t a r t + 71 − 1 , 90) > 0 ) == 1 . . .
| | min ( Res ( R 2 _ s t a r t : R 2 _ s t a r t + 73 − 1 , 90) > 0 ) == 1

break ;
end

end

for R1_ l a s t = 512 : −1 : 35
i f (min ( Res ( R1_ l a s t − 35 + 1 : R1_ l a s t , 90) > 0 ) == 1 . . .

| | min ( Res ( R1_ l a s t −37+ 1 : R1_ l a s t , 90) > 0 ) == 1 ) . . .
&& min ( Res ( R1_ l a s t − 38 + 1 : R1_ l a s t , 90) > 0 ) . . .

== 0 &&min ( Res ( R1_ l a s t − 35+ 1 : R1_ l a s t + 1 , 90) > 0 ) == 0
break ;

end
end

R1_c3 = R1_ l a s t − 18 ;
R2_c3 = R2_ s t a r t + 36 ;

O1 = ( R1_c1 + R2_c1 ) / 2 ; % Բ��
O2 = ( R1_c2 + R2_c2 ) / 2 ;
O3 = ( R1_c3 + R2_c3 ) / 2 ;
R_p = ( R1_c1 + R2_c1 + R1_c2 + R2_c2 ) / 4 ;

R_r = 0 .2768 * sqr t ( ( O1 − R_p )^2 + (O3 − R_p ) ^ 2 ) ;
R_ the t a0 = 180 + rad2deg ( atan ( ( O1 − R_p ) / (O3 − R_p ) ) ) ;
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R_ the t a = ph i0 − R_ the t a0 ;
ph i0 = ph i0 ;
x0 = R_r * cos ( deg2rad ( R_ t h e t a ) ) ;
y0 = R_r * s i n ( deg2rad ( R_ t h e t a ) ) ;
d0 = 256 − R_p ;

x _ i n i t = [ x0 , y0 , d0 , ph i0 : 1 0 : ph i0 +10*17 ] ;

A = [ ] ;
b = [ ] ;
Aeq = [ ] ;
beq = [ ] ;
l b = [ ] ;
ub = [ ] ;
non lcon = [ ] ;
o p t i o n s = op t imop t i o n s ( ’ fmincon ’ , ’ D i s p l a y ’ , ’ i t e r ’ , . . .
’ A lgo r i t hm ’ , ’ sqp ’ , ’MaxFunEvals ’ ,15000 , ’ TolFun ’ , 1 .000000 e−10);

% ph i
R1 = 5 ;
R2 = 10 ;
R3 = 5 ;
d0 = 1 ;
mu = 1 . 7 7 25 ;
x0 = −0; y0 = 6 ;
ph i = deg2rad ( ( −30 :149) + 180* ones ( 1 , 180) + rand ( 1 , 1 8 0 ) ) ;
Res = zero s ( 512 , 1 8 0 ) ;
f o r i P h i = 1 : 180

f o r n = 1 : 512
t h e t a = ph i ( i P h i ) ;
d = d0 − 0 .2768 * ( 2 56 . 5 − n ) ;
Res ( n , i P h i ) = 2 * mu * ( sqr t (max ( 0 , R1^2 − . . .

( tan ( t h e t a ) * (−30) −x0 * tan ( t h e t a ) + y0 − d / cos ( t h e t a ) ) ^ 2 . . .
/ (1+ tan ( t h e t a ) ^ 2 ) ) ) + . . .

sqr t (max ( 0 , R2^2 − ( tan ( t h e t a ) * ( 3 0 ) −x0 * tan ( t h e t a ) . . .
+ y0 − d / cos ( t h e t a ) ) ^ 2 / (1+ tan ( t h e t a ) ^ 2 ) ) ) ) ;

end
end
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i ndex = f i nd ( Res >0 ) ;
Res ( i ndex ) = Res ( i ndex ) + 0 . 0 1 ;%normrnd ( 0 , 0 . 1 , [ l e n g t h ( i n d e x ) , 1 ] ) ;
save ( ’ Res . mat ’ , ’ Res ’ )
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