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 基于 L-M 优化算法的太阳影子定位模型 

摘要 

太阳影子定位技术是通过分析视频中物体的太阳影子变化，确定视频拍摄的地点和

日期的一种方法。 

本文旨在通过数学建模的方法对太阳影子长度和角度的变化与拍摄地点和日期的关系

进行分析，从而研究该定位技术。 

针对问题一，我们利用向量知识和几何关系推导得出影子长度与标杆高度 h、拍摄

地纬度 、太阳直射点纬度 和拍摄地与太阳直射点经度差 四个参数之间的函数关

系。而 由拍摄日期决定， 可由该地地方时表示；同时由于拍摄时刻一般记录的都是

北京时间，所以进行地方时和北京时间的转换。分别推导得出 随日期变化的公式和

由北京时间表示的公式，带入原函数关系，建立影长与杆长、拍摄点纬度、拍摄日期和

拍摄北京时刻之间关系的数学模型。 

针对问题二，由于所给数据中影长随北京时间呈上升趋势，根据北京时间与地方时

的转换关系可以确定拍摄地大致的经度范围为 0 0( 79.5 , 154.5 )E E 。然后在这个纬度范

围内利用Levenberg-Marquart算法[8] ，以影长偏差为目标函数，对参数进行基于最小

二乘法的非线性拟合，得出可能地点的地理坐标为： 0 0( 108.63 , 19.09 )E N 。为提高数据

利用率，经坐标转换后，以上一步求得的经纬度各增减200作为经纬度搜索范围，将 x，

y值偏差作为目标函数再次进行拟合，得出拍摄地的地理坐标为： 0 0( 109.83 , 18.15 )E N 。 

针对问题三，由于本问与问题二相比差别仅在于拍摄日期未知，且L-M算法能有效

处理冗余参数问题，所以采用与问题二基本相同的处理方法。先根据影长随时间变化趋

势确定附件2地点的经度范围 0 0(19.75 ,94.75 ) ，附件3的经度范围 0 0(102.75 ,180 )                    

0 0( 180 , 167.25 )  。然后经过两次参数拟合，得出附件2地点的坐标： 0 0( 79.73 , 39.67 )E N ，

拍摄日期为7月23日；附件3地点的坐标： 0 0( 111.14 , 39.39 )E N ，拍摄日期为11月8日。 

针对问题四，先对视频每隔2分钟截取一帧，设图像中影长 l与拍摄正面的夹角为，

通过像素坐标确定 l在拍摄正面的投影 cosl  与杆高 h的比值，进而得出影长。当拍摄日

期已知时，问题转化成问题二中以影长偏差为目标函数的非线性拟合模型，区别在于增

加了未知量，利用L-M算法求解拍摄地坐标，结果为 0 0( 111.14 , 39.39 )E N ；当拍摄日期

未知时，问题转化成问题三中以影长偏差为目标函数的非线性拟合模型，区别也是在于

增加了未知量 ，利用L-M算法求解拍摄地坐标为 0 0( 110.57 , 39.60 )E N ，日期为7月10日。 
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一、问题重述与分析 

如何确定视频的拍摄地点和拍摄日期是视频数据分析的重要方面，太阳影子定位技

术就是通过分析视频中物体的太阳影子变化，确定视频拍摄的地点和日期的一种方法。

在本文中，我们主要对以下问题进行讨论： 

问题一：建立影子长度变化的数学模型，分析影子长度关于各个参数的变化规律，

并应用建立的模型画出 2015 年 10 月 22 日北京时间 9:00-15:00 之间天安门广场（北纬

39度 54 分 26 秒,东经 116 度 23 分 29 秒）3 米高的直杆的太阳影子长度的变化曲线。 

分析：首先，以立杆点为原点建立平面直角坐标系，利用向量知识和几何关系进行

分析发现影长可由标杆高度、拍摄地纬度、太阳直射点纬度和拍摄地与太阳直射点经度

差四个量直接表示；而题目所给的参数为拍摄点地点地理坐标、日期和时刻，所以应当

寻找题目参数和影长表示参数之间的联系。经进一步的分析，我们发现太阳直射点纬度

实际上是由一年中的日期决定，而两地经度差可以由该地时刻表示，所以通过公式的带

入可以建立影长与题目所给参数之间的函数关系。 

问题二：根据某固定直杆在水平地面上的太阳影子顶点坐标数据，建立数学模型确

定直杆所处的地点。将你们的模型应用于附件 1的影子顶点坐标数据，给出若干个可能

的地点。 

分析：在本问题中，已知量为日期和某地从北京时间 14:42 到 15:42 不同时刻影子 

顶点坐标，要求确定拍摄地的经纬度。值得注意的是，题目中并没有给出杆的长度和坐

标系的方向。所以设题目所给坐标系与我们在问题一中建立的坐标系的夹角为 ，此时

待求的未知量为拍摄点经度、纬度 、杆长和坐标偏转角度 。为求解未知参数，一

个方式是将所给数据代入问题一已经得出的影长与参数关系式中进行解方程。在理论上

只需要四个数据就可以解含有四个未知量的方程，这就出现了对数据的利用率不高的情

况，会降低结果的精确度；因此我们采用非线性拟合的方式求解参数，以理论计算值和

实际数据之间的偏差作为目标函数，将问题转化成一个基于最小二乘法的优化模型，利

用 L-M 算法求解。 

问题三：根据某固定直杆在水平地面上的太阳影子顶点坐标数据，建立数学模型确

定直杆所处的地点和日期。将模型分别应用于附件 2和附件 3的影子顶点坐标数据，给

出若干个可能的地点与日期。 

分析：本问与问题二相比差别仅在于拍摄日期未知，相当于多了一个未知参数。由

于L-M算法能有效处理冗余参数问题，所以可以采用与问题二基本相同的处理方法。值
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得注意的是，因为附件2和附件3所给数据的 x坐标正负相反，所以我们认为这两组数据

是在不同的拍摄地点。 

问题四：附件 4为一根直杆在太阳下的影子变化的视频，并且已通过某种方式估计

出直杆的高度为 2米。请建立确定视频拍摄地点的数学模型，并应用你们的模型给出若

干个可能的拍摄地点。 

如果拍摄日期未知，要求根据视频确定出拍摄地点与日期。 

分析：在本问题中，首先要在视频中提取图像，由于整个视频里没有出现影长的突

变，所以我们每隔 2分钟均匀提取。然后根据杆和影子的像素坐标确定两者长度的比值，

可以得出影长的数据，则当日期已知时，问题蜕化成问题二的模型；日期未知时，问题

蜕化成问题三的模型。值得注意的是，影子不一定与拍摄正面平行，所以我们考虑设两

者的夹角为 ，在求解时，未知参数增加了一个，但依然可以用 L-M 算法求解。 

二、模型假设 

1、忽略海拔高度的影响。因为即使是海拔较高，但是与太阳和地球之间的距离相

比，海拔的影响就非常小了，可以忽略。 

2、假设一天中太阳直射纬度不变。一天中地球公转不到 1o，所以假设一天内太阳

直射纬度不变。 

3、假设相对地球而言太阳是一个面光源，照射到地球的太阳光是一组平行光线。 

4、假设地球上某地的水平地面是地球球面上过该地的切面。 

5、忽略大气折射的影响。 

 

三、符号说明 

  拍摄地纬度 

  拍摄地经度 

  太阳光线所对应与拍摄地水平地面的法向量夹角 

x  影子顶点横坐标 

y  影子顶点纵坐标 

  太阳直射点纬度 

  拍摄地与太阳直射点地的经度差 
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T  北京时间 

t  拍摄点地方时 

  黄经度 

l  影子长度 

h  杆的高度 

n  拍摄日期距春分日的天数 

  视频中影子与拍摄正面的夹角 

m  拍摄日期距元旦的天数 

 

四、模型的建立与求解 

4.1 问题一 

4.1.1 模型的建立 

 建立两个坐标系 

设地球上某地的水平地面是地球球面上过该地的切面，向量 AE是与过 A处的经线

相切且方向向北的单位向量(如图2)， AK也是 A处地平面内方向向北的单位向量(如图

1)；设向量 AE是与过 A处的纬线相切且方向向东的单位向量(如图2)， AE也是 A处地

平面内方向向东的单位向量(如图1)；向量 AK与 AE确定 A处地平面．以 AE与 AK所

在直线为坐标轴在 A处地平面上建立平面直角坐标系 A xy ，在坐标系 A xy 下设日影

( , )F x y 。 

       

     图 1 地平面坐标系示意图[1]          图 2 拍摄点与太阳直射点经纬度示意图[1] 
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如图2，设地球O的球面上过 A地的经线与赤道交于D点，设某日某时太阳直射地

球上B地，过B的经线与赤道交于C点。设地球半径为R， AOD   ， BOC   ，

DOC   , AOB   ,则 为观测地 A处的纬度数(一90o≤ ≤90o),若 A地在北半球，

则 >0，若 A在南半球，则 <0； 为太阳直射点B地的纬度数(一23o26’≤ ≤23o26’)；

 为 A地与太阳直射点地B的经度差，对于某日 A地白昼 t时刻(地方时，正午时刻为12

时)有 

 =(12- t )×15o (1) 

其中，O≤ t≤24。 

又是太阳光线所对应的向量OB与 A地水平地面的法向量(或 AH )的夹角，图3是

过 A，B两地的大圆，因为 / /HF BO (太阳光线是平行的)，所以 AOB AHF     , 
90o-即 A地 t时刻太阳高度角。考虑太阳与地球的实际，对 A地白昼时刻有

| |    90o。 

如图2，以O为原点，以OD所在直线为 x轴，地轴ON所在直线为 z轴建立空间直

角坐标系O xyz ，则 (0,1,0)AE 


， ( sin ,0,cos )AK   


， ( cos ,0, sin )A R R  ，

( cos cos , cos sin , sin )B R R R     ，cos cos , cos cos cos sin sinOA OB       
 

。 

同时，为统一计算，规定东经为正值，西经度数为负值；北纬度数为正值，南纬度

数为负值。 

 日影坐标公式推导 

 

 

图 3 拍摄点与太阳直射点纵切面示意图 
 

如图3，在Rt AHF 中，
cos cos
AH hHF
 

  。设HF


与 AE


所成角为 ，则 
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cos cos , cos , cos sinHF AE BO AE     
   

 

如图1，对HF在 AE上的正射影 AJ ，有
coscos
cos

AJ HF h


  ，即F点在平面 A xy 上 

的横坐标
cos sin

cos cos cos sin sin
x AJ h 

    


 


。设HF


与 AK


所成角为 ，则 

cos cos , cos , sin cos cos cos sinHF AK BO AK        
   

， 

如图1，对HF在 AK上的正射影 AG，有
coscos
cos

AG HF h


  ，即F点在平面 A xy

上的纵坐标
sin cos cos cos sin
cos cos cos sin sin

y AG h    
    


 


，故在平面 A xy 上， 

cos sin sin cos cos cos sin,
cos cos cos sin sin cos cos cos sin sin

F h h      
         

  
     (2) 

 日期与太阳直射点纬度的关系 

经查阅资料可知，太阳直射点的纬度可以利用黄经推导[5]，计算公式为： 

arcsin(0.397775sin )   (3) 

其中， 为太阳直射点纬度，为黄经度。 

值得注意的是，地球公转的周期是一个回归年(365. 2422日).现行公历的历年是历

日的整数倍,它和回归年并不精确相等;另外,由于复杂的历史演变过程,以及一些人为

原因,上半年和下半年、冬半年和夏半年以各季、各月之间的天数也并不完全相同,因而

日期和黄经并不完全相对应。因此,用日期取代黄经来推算直射点纬度时,需按季节分段

时行计算,以确保推算的相对精确[2]。 

首先，对于夏半年，从春分日(3月21日前后)到秋分日(9月23日前后)总计186天,在

此时段内视太阳在黄道上运转180°.设从春分日开始,视太阳运行了 n天,则 n天运行了

经度: 

0180
186

n     

代入(3)式,得: 

0180arcsin[0.39775 sin( )]
186

n     (4) 

其中， [0,186]n 。 

对于冬半年，自秋分日(9月23日前后)至冬至日(12月22日前后)总计90天,在此时段
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内视太阳的黄道上运转90°.设从春分日开始,视太阳运行了 n天,则 n天运行了经度: 

0
0 90180 ( 186)

90
n       

代入(3)式,得: 

0arcsin[0.39775 sin( 186) ]n      (5) 

其中， [186,276]n 。 

自冬至日至次年春分日总计89天,在此时段内视太阳在黄道上运转90°.设从春分

日开始,视太阳行了 n天,则 n天运行了经度: 

0
0 90270 ( 276)

89
n       

代入(3)式,得: 

090arcsin{0.39775 cos[ ( 276)]}
89

n      (6) 

其中， [276,365]n 。 

 地方时与北京时的时差换算 

由（1）式可知拍摄地 A地与太阳直射点地B的经度差 由本地时 t决定。而在实际 

生活或者是在拍摄视频时，我们所记录下的时间都是北京时间，它与本地实际时间有一

定的时差，这个时差在计算中不能忽略。经分析可得，设北京时间为T，A处的经度数

为，则 

0 4min(120 )
60

t T      (7) 

 影子长度数学模型 

由式（4），（5），（6）可知，在不同的日期范围内，太阳直射点纬度 可由日

期表示；由式（1）可知拍摄地与太阳直射点经度差 可由地方时 t表示，而由式（7）

可知，地方时 t可由拍摄地经度和北京时间表示。 

以日期 [0,186]n 为例，将式（4）、（1）和（7）带入式（2）可得拍摄点坐标： 
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cos sin
cos cos cos sin sin

x h 
    





 

sin cos cos cos sin
cos cos cos sin sin

y h    
    





 

 =(12- t )×15o                               （8） 
0 4min(120 )

60
t T      

0180arcsin[0.39775 sin( )]
186

n     

此外，当日期 [186,276]n 时， 0arcsin[0.39775 sin( 186) ]n     ；当日期 [276,365]n 时，

090arcsin{0.39775 cos[ ( 276)]}
89

n     。 

由上述公式可知，影长实质上是关于杆长、拍摄点经度、纬度、拍摄日期和拍摄时

北京时间五个量的一个函数。但是，若拍摄记录的时间即为本地时间，则不需要北京时

间与本地时式（7）的转换，影长实质上是关于杆长、拍摄点纬度、拍摄日期和拍摄时

本地时刻四个量的一个函数。 

4.1.1 模型的求解 

 影长关于参数的变化规律 

1、影长随经度变化的规律 

为了研究影长关于经度的变化规律，需要将其它参数取为定值。取日期为9月3日 

北纬270处，长为1米的杆，在格林尼治6时、12时和18时绘制影长随经度变化的曲线如下

所示： 

-150 -100 -50 0 50 100 150
0

2

4

6

8

10

12

14

16

经度 度/

影
长

/m

月 日北纬 度 米杆随经度变化影长变化9 3 27 1

 

 
格林尼治 点12
格林尼治 点18
格林尼治 点6
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图 4 影长随经度变化曲线图 
 

以单条曲线为例分析：由上图可知，在格林尼治 12时，0度经线上影子最短；向南

北方向，影长随纬度的增加而减小。在实际情况中，格林尼治 12时 0度经线上为正午，

向南北方向经线分别在上午和下午，所以 0度经线影长最短，两侧逐渐边长。这说明图

像是符合实际的。 

同时从三条曲线观察，发现随着时间的推移，曲线可以认为逐渐向右移动。在 0度

经线处，从 6时至 18时，影长经历由长变短再逐渐变长的变化，符合实际。 

2、影长随纬度变化的规律 

取 9 月 3 日，杆长 1 米，当地时间分别为 9 时、12 时和 14 时作图；因为所取的时

间为本地时间，所以此时影长为关于拍摄点纬度、日期和拍摄时刻三个量的函数，则不

需要在给定拍摄地经度值。绘制影长随纬度变化的曲线如下所示： 

0

2

4

6

8

10

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

月 日 米杆在不同纬度的影长9 3 1

影
长

/m

纬度 度/

 

 
地方时 点12
地方时 点9
地方时 点14

 

图 5 影长随纬度变化曲线图 

以单条曲线分析，影长曲线大概关于赤道对称。而在实际情况中，9 月 3 日在秋分

日左右，秋分日时太阳直射赤道，赤道影长最短，向两侧纬度影长逐渐增加。这说明图

像是符合实际的。 

同时从三条曲线来看，由图可得本地时12时的影长最短，9时的影长最长，也是符

合实际的。 

3、影长随日期变化的规律 

取北纬 27o处，杆长 1米，当地时间分别为 9时、12时和 14 时作图；因为所取的时

间为本地时间，所以此时影长是关于拍摄点纬度、日期和拍摄时刻三个量的函数，则不

需要在给定拍摄地经度值。绘制影长随日期（用距春分日天数表示）变化的曲线如下所
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示： 

0 50 100 150 200 250 300 350 400
0

0.5

1

1.5

2

2.5
月 日北纬 度 米杆影长随日期变化9 3 27 1

距春分日天数 /d

影
长

/m

 

 当地时 点12
当地时 点9
当地时 点14

 

图 6 影长随日期变化曲线图 

以单条曲线为例分析：北纬27在当地时间14时，由图可知影长经历先缩短再变长的

变化。在距春分日100天左右（即夏至日附近）达到最短，距春分日280天左右（即冬至

日附近）达到最长。在实际情况中，北纬27o处在北回归线附近，所以应当在夏至日左右

影子达到最短，冬至日左右影子达到最长；这说明图像是符合实际的。 

同时从三条曲线分析，由图可得本地时12时的影长最短，9时的影长最长，符合实

际。 

 天安门广场影长随时间变化 

题目要求绘制天安门2015年10月22日北京时间9:00-15:00之间3米高的直杆的太阳

影子长度的变化曲线。需要注意的是，天安门的本地时间并不是北京时间，所以需要利

用式（7）进行本地时间和北京时间的转换。根据式（8），将天安门广场的经纬度、拍

摄日期带入，做出影长随北京时间变化的曲线图如下所示： 
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月 日天安门影长变化10 22

 

图 7 天安门影长随时间变化曲线 
 
4.2 问题二 

4.2.1 模型的建立 

 坐标系的转化 

在本问题中，数据给出了太阳影子顶点的坐标值，但是题目所给数据只说明了以杆

子底部为原点，并未说明 x轴和 y轴的指向，所以可以引入一个变量 来表示题目所给

数据的坐标系 y轴与我们在问题一中建立的以杆子底部为原点，正北方向为 y轴的坐标

系 A xy 中 y轴的夹角。如下图所示： 

 
图 8 坐标系转换示意图 

由图可知，两个坐标系坐标的关系如下： 

' cos sinx x y      

' cos siny y x                            （9） 

 拍摄地经度范围的估计 
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由附件所给的数据做出影长随时间变化的图像如下： 

 
图 9 附件影长随时间变化图                          

由图可以看出，影长在北京时间 14:42 至 15:42 时间段内呈上升趋势。 

给定杆长 3米，作南北回归线和赤道上一天内影长随地方时变化的曲线图如下： 

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
0

1

2

3

4

5

6

7
月 日 米杆一天的影长9 3 1

时间/h

影
长

/m

 

 

赤道

北纬30°
南纬30°

 
图 10 一天内影长随地方时变化示意图 

由图可知，不论在什么纬度，影长随时间推移而上升的情况都出现在地方时 12 时至 18

时。 

将两个图进行对比，可以知道附件中的北京时间段对应在当地时间的 12时至 18 时

时段。因为北京时间和当地时间存在如下转换关系： 

0 4min(120 )
60

t T      

当北京时间 14:42 与本地时 12时重合时，经度有最小值；令 t  12:00，T  14:42，

得 079.5  ； 
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当北京时间 15:42 与本地时 18时重合时，经度有最大值；令 t  18:00，T  15:42，

得 0154.5  。 

所以，拍摄地的经度范围是 0 0( 79.5 , 154.5 )E E 。 

 基于最小二乘法的非线性参数拟合模型 

为避免利用附件数据解方程求未知参数所带来的数据利用率不够，精度不高的影

响，我们采用非线性拟合的方法求解未知参数。为衡量拟合效果，运用最小二乘法的思

想，将理论计算出的 x、 y坐标值经坐标转换后与数据提供的的 ''x 、 ''y 值之差的平方和

作为目标函数，求其最小值，将问题转化成一个优化模型。 

值得注意的是，因为拍摄日期为 4月 18 日，则 n =28 ，所以太阳直射点纬度选择

如下计算式： 

0180arcsin[0.39775 sin( )]
186

n     

利用问题一模型写出具体表达式如下： 

20 20
2 2

0 0

0

min ( ' '' ) ( ' '' )

' cos sin
' cos sin

cos sin
cos cos cos sin sin
sin cos cos cos sin
cos cos cos sin sin

180arcsin[0.39775 sin( )]
186

( )12 1

i i i i
i i

i i i

i i i

i

i

z x x y y

x x y
y y x

x h

y h

n

t

 
 

 
    
    
    





 

   

   

   









 

  



 

0

0 0

4min(120 )
60

(79.5 , 5 5 )

5

1 4.

o

t T 



   



 (7) 

其中， , , ,h   为未知量， , , '' , ''i iT n x y 为已知量。 

4.2.2 模型的求解  

 L-M 最优化算法[8] 

本题的最优化模型是一个利用最小二乘法原理对多个参数进行拟合的问题。经查阅

资料我们发现 L-M（Levenberg-Marquardt）算法在解决这类问题时有较好的应用。 

Levenberg-Marquardt 算法是介于牛顿法与梯度下降法之间的一种非线性优化方
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法，这个算法对于过参数化问题不敏感，能有效处理冗余参数问题，而且寻优速度较快。 

在本题中应用该算法的流程如下： 

目标：对影子顶点坐标关于四个参数的函数关系 ( ', ') ( , , , )x y f h   ，给定观测值

坐标 ( '' , '' )i ix y ，估计参数向量 ' ( , , , )p h   。 

Step1：取初始向量 0 0 0 0 0( , , , )p h   ，终止控制常数 ，计算 0 0|| ( ', ') ( ) ||x y f p   ，

3
0: 0, 10 , 10k v    （也可以是其他大于 1的数）。 

Step2：计算 Jacobi 矩阵 kJ ，计算 T
k k k kN J J I  ，构造增量正规方程

T
k k k kN J   。 

Step3：求解增量正规方程得到 k 。 

（1） 如果 || ( ', ') ( ) ||k k kx y f p     ，则令 1k k kp p    ，若 || ||k  ，停止迭代，

输出结果；否则令 1 /k k v   ，转到 Step2。 

（2） 如果 || ( ', ') ( ) ||k k kx y f p     ，则令 1k k v    ，重新解正规方程得到 k ，

返回步骤（1）。 

在 L-M 算法中，每次迭代式寻找一个合适的阻尼因子，当很小时，迭代步长为

牛顿法步长；很大时，蜕化为梯度下降法的最优步长计算式。 

由于在计算中，给定未知参数的初始值非常重要，求解的结果对初始值较为敏感。

而且随着未知参数数量的增加，算法求解的速度会变慢。 所以我们考虑先减少未知数

的个数提高算法速度，得出一些精确度不高的参数解。然后再根据得出的解缩小参数范

围，带入原模型（不减少参数个数）求解，得出精度较高的参数值。 

 L-M 最优化算法的改进 

Step1：减少未知参数个数 

在本问中，由于数据所给的坐标系方向不确定，所以我们设 为数据坐标系和问题 

一中设定坐标系的夹角，相当于增加了一个未知参数。这样会降低算法求解和速度。所

以我们考虑直接从影长入手，将式（7）模型中的目标函数改为： 

                     
20

2 2 2 2 2

0
min ( ' ' '' '' )i i i i

i
z x y x y



                        （8） 

即以理论计算所得影长和所给数据影长之间差值的平方和作为优化目标。因为无论坐标

系如何偏转，影长 2 2l x y  都是定值。这样在方程中就不会用到偏转角 ，可以减少

一个未知量，加快算法计算速度。 
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 值得注意的是，用影长进行优化相当于只运用了题目所给的一组信息，降低了对题

目所给信息的利用率，所以结果的精度不高。 

 这样得出的参数向量 ' ( , , )p h  =（108.63o,19.09o,2.03m），拟合匹配的效果如下： 

14.7 14.8 14.9 15 15.1 15.2 15.3 15.4 15.5 15.6 15.7
1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2
所给数据与计算位置得到结果影长对比图

时间

影
长

 

 

所给数据

模型结果

 
图 11 影长与数据对比图 

 
 此时，偏差平方和 85.305 10z   ，拟合效果较好。 

Step2：缩小参数范围并求解 

根据第一步求出的结果，分别增减 20o缩小经度的范围为：（80o，120o）,纬度

的范围为： （0o,40o），利用 L-M 算法求解式（7）模型，即将理论计算出的 x、 y坐

标值经坐标转换后与数据提供的的 ''x 、 ''y 值之差的平方和作为目标函数，结果为

( , , , )p h   =（109.83o,18.15o,1.96m，0.26 弧度），偏差平方和 63.07 10z   。 x值

和 y值拟合匹配的效果如下： 

    
14.7 14.8 14.9 15 15.1 15.2 15.3 15.4 15.5 15.6 15.7
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
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1.9
所给数据与计算位置得到结果 轴坐标对比图x
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轴
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标
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所给数据
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图 12 x 值与数据对比图 
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图 13 y 值与数据对比图 

由图像可知，求得的结果与数据所给的 x值和 y值符合的效果都较好，且偏差平方和 

63.07 10z   ，到达 610 数量级，说明结果比较理想。 

4.3 问题三 

4.3.1 模型的建立 

问题三附件中给出了两组数据。两组的时间相差不到 30 分钟，但是一组中 x坐标

全为正值，另一组全为负值，所以推测两组数据并不是在同一个地点。 

问题三与问题二类似，不同之处在于增加了日期 n这个未知参数，整体的思路是一

致的。首先仍是进行坐标系的转化，具体过程与问题二中相同，此处不再赘述。 

 拍摄地经度范围的估计 

1、附件 2 

 
图 14 附件 2 影长随时间变化 

由图可以看出，影长在北京时间 12:41 至 13:41 时间段内呈下降趋势。 
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由图 10 可知，不论在什么纬度，影长随时间推移而下降的情况都出现在地方时 6

时至 12时。 

将两个图进行对比，可以知道附件中的北京时间段对应在当地时间的 6 时至 12 时

时段。因为北京时间和当地时间存在如下转换关系： 

0 4min(120 )
60

t T      

当北京时间 12:41 与本地时 6时重合时，经度有最小值；令 t  06:00，T  12:41，

得 019.75  ； 

当北京时间 13:41 与本地时 12时重合时，经度有最大值；令 t  12:00，T  13:41，

得 094.75  。 

所以，在附件 2中拍摄地的经度范围是 0 0(19.75 ,94.75 ) 。 

2、附件 3 

 
图 15 附件 3 影长随时间变化 

由图可以看出，影长在北京时间 13:09 至 14:09 时间段内呈上升趋势。 

由图 10 可知，不论在什么纬度，影长随时间推移而上升的情况都出现在地方时 12

时至 18 时。 

将两个图进行对比，可以知道附件中的北京时间段对应在当地时间的 12时至 18 时

时段。因为北京时间和当地时间存在如下转换关系： 

0 4min(120 )
60

t T      

当北京时间 12:09 与本地时 12时重合时，经度有最小值；令 t  12:00，T  13:09，
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得 0102.75  ； 

当北京时间 13:09 与本地时 18时重合时，经度有最大值；令 t  18:00，T  13:09，

得 0167.25   。 

所以，在附件 2中拍摄地的经度范围是 0 0 0 0(102.75 ,180 ) ( 180 , 167.25 )    。 

 基于最小二乘法的非线性参数拟合模型 

由于问题三和问题二的解决思路相同，也需要建立基于最小二乘法的非线性参数拟

合模型。但是由于值得注意的是，因为拍摄日期未知，所以太阳直射点纬度选择计算式

时需要分三种情况考虑： 

0180arcsin[0.39775 sin( )]
186

n    ， [0,186]n  

0arcsin[0.39775 sin( 186) ]n     ， [186,276]n  
090arcsin{0.39775 cos[ ( 276)]}

89
n     ， [276,365]n  

利用问题一公式写出本问模型具体表达式如下： 

         

20 20
2 2

0 0

0

min ( ' '' ) ( ' '' )

' cos sin
' cos sin

cos sin
cos cos cos sin sin
sin cos cos cos sin
cos cos cos sin sin

( )
4min(120 )

60

arcsin[0

12 5

.

1

i i i i
i i

i i i

i i i

i

o

i

z x x y y

x x y
y y x

T

t

x h

y h

t

 
 

 
    
    
  



 





 

   

   
   










  







 

 

0

0

0

0 0

0 0 0 0

18039775 sin( )], [0,186]
186

arcsin[0.39775 sin( 186) ], [186, 276]
90arcsin{0.39775 cos[ ( 276)]}, [276,365]
89

(19.75 ,94.75 ), (
(102.75 ,180 ) ( 18

2)
0 , 167. )25 )(

n n

n n

n n









  

    

    



   

附件

附件3

 

(9) 

其中， , , , ,h n   为未知量， , '' , ''i iT x y 为已知量。 
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4.3.2 模型的求解 

与问题二处理类似，由于L-M算法对于过参数化问题不敏感，我们仍然选择L-M算法

进行求解，并进行了和问题二中类似的优化。 

Step1：减少未知参数个数 

直接从影长入手，将式（9）模型中的目标函数改为： 

20
2 2 2 2 2

0
min ( ' ' '' '' )i i i i

i
z x y x y



     

即以理论计算所得影长和所给数据影长之间差值的平方和作为优化目标。方程中不用引

入偏转角 ，减少量一个未知量，加快算法的计算速度。 

 值得注意的是，用影长进行优化相当于减少了对题目所给信息的利用率，所以结果

的精度不高。 

 1、对于附件 2，得出的参数向量 ( , , , )p h m  =（79.55o,39.83o,1.99m，202.19） 

其中，m表示距离元旦的天数，即 79m n  ；拟合匹配的效果如下： 

12.7 12.8 12.9 13 13.1 13.2 13.3 13.4 13.5 13.6 13.7
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1
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时间

影
长

 

 
所给数据

模型结果

 
图 16 附件 2 影长与数据对比图 

此时，偏差平方和 89.337 10z   ，拟合效果较好。 

2、对于附件 3，得出的参数向量 ( , , , )p h m  =（111.06o,36.1o,2.69m，306.47） 

其中，m表示距离元旦的天数；拟合匹配的效果如下： 
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图 17 附件 3 影长与数据对比图 

此时，偏差平方和 68.887 10z   ，拟合效果较好。 

 Step2：确定参数范围并求解 

1、对于附件 2，根据第一步求出的结果，分别增减 20o缩小经纬度的范围，同时考

虑到 0 0(19.75 ,94.75 ) 的限制，得出经度（60o，95o）；纬度 （0o,40o），利用 L-M

算法求解式（9）模型，即将理论计算出的 x、y坐标值经坐标转换后与数据提供的的 ''x 、

''y 值之差的平方和作为目标函数，结果为 

1 ' ( , , , , )p h m   =（79.42o,41.67o,2.05m，-0.33 弧度，185.76），偏差平方和

62.07 10z   ； 

2 ' ( , , , , )p h m   =（79.59o,40.59o,2.02m，-0.34 弧度，147.91），偏差平方和

74.26 10z   ； 

3 ' ( , , , , )p h m   =（79.73o,39.67o,1.99m，-0.35 弧度，203.03），偏差平方和

84.69 10z   ； 

偏差平方和最小的解为 3 'p ，拟合效果最好。它的 x值和 y值拟合匹配的效果如下：    
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图 18 附件 2 x 值与数据对比图 
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图 19 附件 2 y 值与数据对比图 

由图像可知，求得的结果与数据所给的 x值和 y值符合的效果都较好，结果比较理想。 

因此，拍摄点的坐标为（E79.73o,N39.67o），拍摄日期大约为 7月 23 日。 

2、对于附件 3，根据第一步求出的结果，分别增减 20o缩小经纬度的范围，同时考

虑到 0 0 0 0(102.75 ,180 ) ( 180 , 167.25 )    的限制，得出经度（90o，130o）；纬度 

（10o,60o），利用 L-M 算法求解式（9）模型，结果为： 

1 ' ( , , , , )p h m   =（110.7o,34.05o,2.81m，0.17 弧度，309.55），偏差平方和

51.12 10z   ； 

2 ' ( , , , , )p h m   =（110.9o,35.37o,2.77m，0.16 弧度，306.46），偏差平方和

51.97 10z   ； 
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3 ' ( , , , , )p h m   =（110.61o,33.37o,2.83m，0.17 弧度，311.20），偏差平方和

67.91 10z   ； 

偏差平方和最小的解为 3 'p ，拟合效果最好。它的 x值和 y值拟合匹配的效果如下：    
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图 20 附件 3 x 值与数据对比图 
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图 21 附件 3 y 值与数据对比图 

由图像可知，求得的结果与数据所给的 x值和 y值符合的效果都较好，结果比较理想。

因此，拍摄点的坐标为（E110.61o,N33.37o），拍摄日期大约为 11月 8日。 

4.4 问题四 

4.4.1 模型的建立 

 图像的提取 

问题四给出的是一段时长为 40分钟的视频，是连续的。为了提取出其中影长的数 
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据，就必须先从视频中提取若干帧图像。通过观看视频，我们发现在整个过程中影长并

没有发生突然或剧烈的变化，所以选择按时间均匀提取。因为视频时长为 40 分钟，所

以我们每隔 2分钟提取视频中图像，共提取 20张图像，即 20组影长数据。 

 杆长与影长比值的获取 

在视频过程中，我们发现影子旋转的角度很小，所以我们认为在整个过程里影子只 

有长度的变化，没有角度的变化。 

由于不能确定影子是否与拍摄的正面相平行，所以设它们之间的夹角为 ，则影长

l在拍摄正面上的投影长度为 cosl  。 

因为已知杆长为 2米，为得到影长，就需要知道杆长与影长比值。我们将图像数字

化后，利用杆顶点的像素坐标和影子顶点的像素坐标求得它们在图像中的长度比 。值

得注意是，利用像素点获得的影长实际上是影子在拍摄正面的投影长度，所以 

                          
cos
h

l






                               （10） 

这样就可以得到所提取的 20张图像中的影长实际长度数据，如下表所示： 

表 1 cosl  随时间变化 

T(Min) 8.90 8.93 8.97 9.00 9.03 9,07 9.10 9.13 9.17 9.20 

cosl   2.37 2.34 2.32 2.29 2.25 2.22 2.19 2.17 2.14 2.11 

T(Min) 9.23 9.27 9.30 9.33 9.37 9.40 9.43 9.47 9.50 9.53 

cosl   2.08 2.05 2.03 2.00 1.97 1,94 1.92 1.89 1.86 1.84 

 

 已知拍摄日期的模型 

因为可以得出杆长和影长的比值，且杆长已知，则可以计算出拍摄地从 8:54 到 

9:34,40 分钟内的 20组时刻下的影长数据。又因为拍摄日期已知，这是模型蜕化成问题

二中 Step1 以影长偏差为目标函数的非线性参数拟合模型，只是多加入了一个未知量 ； 

值得注意的是，因为拍摄日期为 7月 13 日，则 n = 114，所以太阳直射点纬度选择

如下计算式： 

0180arcsin[0.39775 sin( )]
186

n     

则模型为：  
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 与问题二类似，这本质上还是一个利用已知数据根据最小二乘法原理进行非线性拟

合求解未知参数的问题。由于 L-M 算法对于过参数化问题不敏感，能有效处理冗余参数

问题，所以我们仍采用 L-M 算法进行求解。求解得结果为 ( , , )p    =（111.140，39.390，

0.14 弧度）。拟合的效果如下： 
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图 22 影长与数据对比图 

由图像可知，求得的结果与图像所给影长符合的效果都较好。因此，拍摄点的坐标为

（E111.140，N39.39o）。 

 拍摄日期未知的问题模型 

拍摄日期未知的问题的拍摄日期已知模型非常类似，只是增加了日期这个未知量， 

其他方面都基本相同。因为拍摄日期不确定，所以太阳直射点纬度有三个不同情况下的

计算公式，具体模型如下： 
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由于拍摄日期未知，所以本问题与问题三模型类似，仍采用 L-M 算法进行求解。求

解得结果为 ( , , , )p m   =（110.570，39.600，0.008 弧度，190.61）。拟合的效果如下： 
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图 23 影长与数据对比图 

由图像可知，求得的结果与图像所给影长符合的效果都较好。拍摄日期距元旦 190 天，

即 7月 10 日，与实际的拍摄日期 7 月 13 日只相差了三天，结果较理想。因此，拍摄点

的坐标为（E110.570，N39.60o），拍摄日期为7月 10 日。 

五、模型的检验 
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为了检验模型的正确性，我们选取第一问中的地点北京天安门，已知杆子长度为 3

米，日期为 10月 22 日，地理位置为北纬 39 度 54 分 26 秒,东经 116 度 23 分 29 秒，根

据第一问的模型，可以计算得出北京时间 14:00 到 15:00 每个时刻的影长，如图 7所示； 

5.1 对问题二模型的检验 

以天安门经纬度为待求的未知量，杆长也未知，拍摄日期为已知量，利用第一问模

型求得的影长在不同时刻的数据进行非线性参数拟合，即带入问题二的模型进行求解。 

Step1：减少未知参数个数 

不引入坐标系偏转角 ，直接从影长入手，以理论计算所得影长和所给数据影长之

间差值的平方和作为优化目标。运用 L-M 算法得出的参数向量 ' ( , , )p h  =

（116.03o,38.74o,3.05m），拟合匹配的效果如下： 
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图 24 影长与数据对比图 

 Step2：确定参数范围并求解 

根据第一步求出的结果，引入坐标系偏转角 ，分别增减 20o缩小经纬度的范围，

得出经度（100o，150o）；纬度 （20o,60o），利用 L-M 算法求解式（8）模型，结

果为 ' ( , , , )p h   =（115.920,38.28o,3.10m，0.01 弧度）， 

它的 x值和 y值拟合匹配的效果如下： 
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图 25 x 值与数据对比图 
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图 26  y 值与数据对比图 

由图可知， ,x y值的拟合效果较好。因为 116o23’=116.383o,所以经度的相对误差

为：
0 0

0

116.383 115.92| | 100% 0.398%
116.383


  ；又 39o54’=39.9o ,所以纬度的相对误差为：

0 0

0

39.9 38.28| | 100% 4.06%
39.9


  ； 

由上述计算可知，利用问题二的模型计算所得的经纬度相对误差都较小，说明模型

的精确度较高。 

5.2 对问题三模型的检验 

以天安门经纬度、拍摄日期为待求的未知量，同时杆长未知，利用第一问模型求得
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的影长在不同时刻的数据进行非线性参数拟合，即带入问题三的模型进行求解。 

Step1：减少未知参数个数 

不引入坐标系偏转角 ，直接从影长入手，以理论计算所得影长和所给数据影长之

间差值的平方和作为优化目标。运用 L-M 算法得出的参数向量 ' ( , , , )p h m  =

（116.63o,40.66o,2.96m，290.77）（其中，m表示距离元旦的天数），拟合匹配的效果

如下： 
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图 27 影长与数据对比图 

 Step2：确定参数范围并求解 

根据第一步求出的结果，引入坐标系偏转角 ，分别增减 20o缩小经纬度的范围，

得出经度（100o，150o）；纬度 （20o,60o），利用 L-M 算法求解式（8）模型，结

果为 ' ( , , , , )p h m   =（116.420,39.96o,3.00m，0.00 弧度，291.75），经换算后日期

为 10月 20 日。 

它的 x值和 y值拟合匹配的效果如下： 
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图 28 x 值与数据对比图 
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图 29 y 值与数据对比图 

由图可知， ,x y值的拟合效果较好。因为 116o23’=116.383o,所以经度的相对误差

为：
0 0

0

116.383 116.42| | 100% 0.032%
116.383


  ；又 39o54’=39.9o ,所以纬度的相对误差为：

0 0

0

39.9 39.96| | 100% 0.15%
39.9


  ；利用问题三模型计算所得的日期为 10 月 20 日，与实

际日期只相差 2天。 

由上述计算可知，利用问题三的模型计算所得的经纬度和日期的误差都较小，说明

模型的精确度较高。 
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六、模型的优点和缺点 

 优点 

1、模型采用 L-M 算法对过参数化问题不敏感，能有效处理冗余参数问题，而且寻

优速度较快。 

2、通过模型检验可以发现利用模型推导的值与真实值得偏差很小，说明模型较为

准确，有一定的精度。 

 缺点 

1、L-M 算法对初始值较为敏感，不同初始值的选取可能会给结果带来偏差。 

2、在问题四中确定影长和杆长的比值的方法是人工寻找像素点，效率较低，且存 

在误差。 
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附录 
clear all; 
num=xlsread('附件 1-3.xls','附件 1'); 
%num=xlsread('问题一.xlsx','坐标'); 
hour=num(:,1)*24; 
%y(:,1)=num(:,2);% x坐标 
%y(:,2)=num(:,3);% y坐标 
y=sqrt(num(:,2).^2+num(:,3).^2); 
p0=[110,20,2]; 
%options = optimset('MaxFunEvals',4000); 
[result,resnormal,exitflag]=lsqcurvefit(@qiul,p0,hour,y,[-180,-90,0],[180,9
0,7]); 
test=qiul(result,hour);%用拟合参数结果得到该店的理论阴影 
plot(hour,y(:,1),hour,test(:,1),'r');%画出结果图和所给数据对比图 x值 
title('所给数据与计算位置得到结果 x轴坐标对比图'); 
xlabel('时间'); 
ylabel('x轴坐标'); 
legend('所给数据','模型结果','location','best'); 
 
 
clear all; 
num=xlsread('附件 1-3.xls','附件 1'); 
%num=xlsread('问题一.xlsx','坐标'); 
hour=num(:,1)*24; 
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y(:,1)=num(:,2);% x坐标 
y(:,2)=num(:,3);% y坐标 
p0=[100,25,3,0]; 
[result,resnormal,exitflag]=lsqcurvefit(@qiuxy,p0,hour,y,[-79.5,-90,0,-pi],
[154.5,90,5,pi]); 
test=qiuxy(result,hour);%用拟合参数结果 
plot(hour,y(:,1),hour,test(:,1),'r'); 
title('所给数据与计算位置得到结果 x轴坐标对比图'); 
xlabel('时间'); 
ylabel('x轴坐标'); 
legend('所给数据','模型结果','location','best'); 
figure,plot(hour,y(:,2),hour,test(:,2),'r');%画出结果图和所给数据对比图 y值 
title('所给数据与计算位置得到结果 y轴坐标对比图'); 
xlabel('时间'); 
ylabel('y轴坐标'); 
legend('所给数据','模型结果','location','best'); 


